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CapitoloO : insiemi e funzioni

Insiemie Logica
Un insieme è una collezione di oggetti, detti elementi.

Per indicare un insieme si usano lettere maiuscole

A
,
B

,
X

, ve, ...,

mentre per indicare gli elementi si misano le lettere minuscole

a
,
b

,
X

, , ...

Per indicare che un elemento X appartiene all'insieme A si scrive

XGA
.

se invece voglio dire che xmon appartiene ad A scrive

XA

In generale ,
se conosco i suoi elementi, un insieme si indica cosi

A = &1 ,
3

,
53

cioè i suoi elementi vanmo scritti entro parentesi graffe.
Questa è la scrittura standard per un insieme finito, cioè con

un numero finito di elementi. Vedremo che per insiemi infiniti
ci dovremo avvalere di una scrittura diversa.

Simoti che l'ordine in cui sono scritti gli elementi di un insiemeè irrilevante :

51, 3
, 55 = 21

,
5

,
33 = [3

.
5

, 13 .

Inoltre, è irrilevante anche la "molteplicità" dinun elemento,cioè quante volte
appare :

31 ,
3

. 53 = 24 , 41 ,
3

,
3

,
53 .

Due insiemi sono uguali se hanno gli stessi elementi.



consideriamo adesso gli insiemi A = [1
,
23 e B = [1 ,

2
,

35.
Gli elementi di A appartengano anche a B C ma non viceversa

,perché 3 A) . In tal caso si dice che A è un sotto insieme di B
e si scrive in simboli

A &B

In simboli logici A &B si scrive nel seguente modo.

#OXEA XEB "per ogni x tale che x appartiene ad A,allora
x appartiene a B"

# = "per ogni" Quantificatore UNIVERSALE

:= "Tale che
"

=* = "implica/allora/segue che
"

se poi avviene anche che BEA
,

allora A = B
, perché in generale

ABACBQ BE A

F = "se e solo se"
, cioe vale sia da sinistra a destra che dadestra a sinistra

X = "et", cioè E.

Nel mostro caso specifico ,
A = 21 , 23 e B = 21,

2
, 33 ,

cioè AB
.

Però A GB
.

Se sono certo che ALB e che AB
,

allora dico
che A è strettamente contenuto in B e si scrive

A & B
.

In simboli logici , A B quando

"per ogni x tale che XFA(HX : x &A =DxEB) + (0XB : X*A) . allora xfB ed esiste
XfB che mon appartiere adA"

J =

" esiste" Quantificatore esistenziale
Altri simboli :

· ! = "esiste ed è unico/esiste un nunico"

· F = "non esiste"

oppure A & B



L'insieme senza elementi è detto insieme vuoto e si indica con

P .

grazionitra insiemi

consideriamo due insiemi A e B . Le operazioni possibili tra A e Bsono

· runione : AuBEEX : XeADXEB3 v = "vel" = oppure

· intersezione : AnB := 2x : xEA x XEB3

Due insiemi A e B tali che AnB = & si dicono disgiunti.

"

80 A = 31,
2

, 33
B = [4, 5,63

· differenza : AlB := EX : x *AxXEB3

~
insieme universo

· complementazione : se AEX il complementare di A in X è

CxA : = XLA

spesso si resa il simbolo A quando X è sottointeso)



Esempio: consideriamo gli insiemi

# = 21,
2

, 33 e= 52543

.· AuB = [X : xA vxB]

= [1 ,
2

,
3

,
2

,
3

, 43 = 51,
2

,
3

. 43

· AnB = (x : x &A + xfB] = [2, 33

· ALB = [x : xA + x By = 21}

· BLA = [x : x& B + xAz = 243.

Notate che runigne e intersezione sono commutative, perché
Aub = Bua

, AnBeBnA
,

ma che la differenza non è commutativa
, perché

ALB # BIA.

dottocartesiano : è un'operazione che dati due insiemi A e B restituisce
nun'insieme di coppie ordinate (a

,
b) con adA e beB.

copple ordinate : Ca,b) (b
, a)

COPPlE NON ORDINATE : (a,b) = (b
, a)

Tale operazione restituisce l'insieme

AxB : = ((a ,b) : &A
, beB]

Essendo le coppie ordinate
,
AxBBXA, cioè il prodotto cartesiano

non è commutativo
.

Se A = 21
,
2

, 33 e B= [2
,
3

, 43
,

allora

AxB = f(1 ,
2)

,
41

, 3C

,(
4(2,

2)
, (2,

3)
,
(2

, 4), (3
,
2)

,
(3

,
3)

, 23
, 4)}

4 & &

AxB
D ⑤ ⑤

.
&↑ -I#z



=seminaria
a

insiemi notevoli che contengono numeri e che incontreremo
nel corso. Tali insiemi sono gli insiemi numerici e sono tutti insiemi infiniti.
· insieme dei numeri naturali

IN = 50,
1

,
2

,
3, ... 3

· insieme dei numeri inter

- = 2 ...,
- 2

,
- 1

,
0

,
1

,
2

.... 3 IN

· insieme dei numeri razionali

R = 25 : ab ,
b +0] IN Q

Quest'ultimo contiene i numeri interi ma anche le frazioni di numeri
interi. Come moto

,
la frazioni possono esprimere

i numeri decimati finiti ( = 0
.
75

i numeri decimali periodici (5 = 0
,
5)

ma non i numeri decimali infiniti non periodici , come=

15π = 3
, 14 ...

D e = 2
,
718... (numero di Nepero 3 numeri irrazionali

1 4 = 1
,
618

...
(sezione arrea

Do con p numero primo.

· insieme dei numeri reali

It = Pudnurer irrazionalit INCIIREIR

· insieme dei numeri complessi

C = Extin : x
,yfR] & Q &124

dove i è l'unità immaginaria, ossia un numero tale che

i2 = - 1 .

t

m

·

·



Immerireali

L'insieme di mostro interesse è quello dei numeri reali IR .

Per questo vale una proprietà importantissima, che per IN
,
I

, Q non vale,cioè il cosiddetto

ssionadi completezza dei numeri reali : i numeri reali sono in corrispondenza biunivoca con una retta, detta retta reale, vale a dire che
· a ogni numero reale corrisponde un punto della retta,
· a ogni punto della retta corrisponde un numero reale.

---- IR

In sostanza possiamo volgamente dire che l'insieme IR "non ha buchi",così come la retta. Per Q , ad esempio, questo non è vero perchéi punti "colorati" sono punti che non appartengono a R
Ne consegue anche i sottoinsiemi di IR possono essere punti , semirette esegmenti o unione di questi .

Nella fattispecie, i tipi di sottoinsiemi di IR sono :

· intervalli limitati vo segmenti
a-

[a, b] : = ExeIR : arx(b]
&Intervallol contiene gli estremi

a b
(a,

b) :
=(x212 : a + x + b3-

& Intervallo

certoe
non contiere gli estremi

a b

[a
,
b) : = ExfIR : abx + b3 -..

aCab] : = [xer : a + x = b]-
↑
IntervalliSeriapertLAe

que estremi è contenuto



Esempi : [1 , 25 = EXFIR : 18x423 è nun intervallo chiuso e limitato

C05] = ExeR : o = X 153 è un intervallo semiaperto e limitato
caperto a sinistra e chiuso a destra

· intervalli illimitati no semirette

[a
,
+2) : = 3x&R : xya}-

&
semireta

destraStato

(a
,
+a) : = (xf1R : x + a}
-

&
Semireta

destrate Ca
, ta

B: 1) +0 Non è un numero reale, quindi non si scrive MAI

[a
, +0] .

2) comunemente si scrivono

IRT := [0
,
+ 00) e IRT== (a

,
+a)

c - 0, a5 : = Gx& IR : x (az-

& semireta Sinistra Chiusa

c = 0
, a) : = (x& 12 : x (a]-

& semirena Sinistra Aperta

· singoletti, cioè insiemi costituiti da un solo puntono punto

Say -



· unione di intervalli elo singoletti

Esempi :

-[2, 3) v545

↳ 12
,3305455

B[2, 330(3, 45 -
234

(si può scrivere anche come [2,4][33)

DIR1503 -
O

(si può scrivere anche come (-00
,
0) v Co

, +00).

Per i sottoinsiemi dei numeri reali possiamo dare le seguenti definizioni :

Def: Sia A FIR. Un punto Xo & IR è un maggiorante per A se

XoT, a HasA. &
un insieme può avere anche infinitiInvece

,
xoeit è un u maggioranti

e minoranti !minorante per A se Xo * a HaGA.

Esempi :

· A = 12 ,
5 %. Qualsiasi numero Xo5 è nun maggiorante per A.

Analogamente, ogni numero xo 2 è nu minorante per A

· A = (2
, +0) . Ogni Xo E2 è un minorante per A

. Tuttavia, A non ha
maggioranti !

· IR = (-0
,
+ d) non ha né maggioranti , ne minoranti

.

· A = [23 . Ogni xo2 è
maggiorante e ogni XoE2 è minorante.

In particolare, 2 è sia maggiorante che minorante
.

· A = 1-2
, 3][4, 1]

. Ogni xox7 è maggiorante e ogni xor-2
è minorante.



Def : siano AIR e Xo & IR. Diremo che
-

· Xoel è l'estremo superiore di A (e Scriviamo Xo = Sup A)
se sono soddisfatte queste due proprietà :

1) Xo ènu maggiorante per A
,

2) Heyo JagA : Xo-EXa.
significa che se rimpiccioliscoo di
s

, qualunque sia E
, Xo-E NON è

Xo-E Xo più maggiorante

- 2)

A
a il sup è il più piccolo del

MAGGORANT

· Xoer è l'estremo inferiore di A (e scriviamo tozinfA
se sono soddisfatte queste due proprietà :

1) Xo è un minorante per A,

2) HETo JafA : Xoteya = L'inf è IL più Grande de

MINORANTI
Xo XotE

-
&

A

Esempi :

DA = [2
,
55 : il più piccolo dei maggioranti è 5

, mentre il più grande
dei minoranti è 2

, quindi

srpA = 5
,

infa = 2.

& A = (2 ,
5) : il più piccolo dei maggioranti è 5

, mentre il più grande
dei minoranti è 2

, quindi

srpA = 5
,

infa = 2.

DA = (2
, + 80) : sicuramente infA = 2. Non avendo A maggioranti,
*Sup A

.

In questo caso, per convenzione (ma con abuso di notazione(si scrive che

supA = + 00
.



DIR = (- 8
,
+8) : #infIR esupIR. Per convenzione si scrive

infIR = -Ne SupIR = +& .

Permun insieme A GIR si dice che

· è limitato se FinfA
, JsupA Credi [2

, 59
,

(2
,
5) (

· è illimitato superiormente setupA (vedi (2, +003)

· è illimitato inferiormente se #infa (vedi (-0
, 55)

· è illimitato se illimitato inferiormente oppure superiormente.

Def : Sia A SIR
.

Allora :

· se Xo= supA & A
,
allora xo è il massimo di A e si scrive XotmaxA,

· se Xo-infAGA
, allora xo è il minimo di A e si scrive X= minA.

Esempi :

DA = [2
,
55. Sappiamo che infa = 2 e supA = 5. Poiché 2** e 5 A,

2= minA e 5 = max A.

& A = [2
, 5) . Si ha che infA = 2 con 25A

, quindi z = min A
.

Invece
, supA = 5 ma 5 % A

, dunque FmaxA.

BA = (2
,
5) , alloraminA e FmaxA.


